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ВЛАСТИВОСТI ОБЕРНЕНИХ ПОХIДНИХ
New properties of reciprocal derivatives are established.
Установлены новые свойства обратных производных.
1. Вступ. Розвинення функцiй у ланцюговий дрiб належить до важливих задач
теорiї наближення разом iз наближеннями степеневими рядами, ортогональними
многочленами, апроксимацiями Паде i т. п. оскiльки такi розвинення можна ви-
користовувати для обчислення значень функцiй на комп’ютерi [1, 2]. Розвинення
функцiї у ланцюговий дрiб отримують iз розвинення функцiї у степеневий ряд
шляхом побудови вiдповiдного даному степеневому ряду правильного ланцюгово-
го C-дробу [3 – 6]. Можна також отримати розвинення функцiї в ланцюговий дрiб,
якщо скористатися формулою Тiле [7, 8]. У роботi [9] встановлено еквiвалентнiсть
цих двох способiв розвинення функцiй у правильний ланцюговий C-дрiб.
У 1909 р. Т. Н. Тiле у роботi [7] увiв до розгляду оберненi подiленi рiзницi,
за допомогою яких визначив оберненi похiднi для функцiї однiєї дiйсної змiнної й
отримав аналог формули Тейлора в теорiї ланцюгових дробiв. Властивостi оберне-
них рiзниць та обернених похiдних наведено в [7, 8, 10].
У данiй роботi ми встановимо деякi новi властивостi обернених похiдних.
2. Iнтерполяцiйний ланцюговий дрiб Тiле. Нехай функцiю f(x) ∈ C([α, β])
задано значеннями в точках множини
Λ =
{
xi : xi ∈ [α, β], i = 0, 1, . . . , n, xi 6= xj при i 6= j
}
,
i yi = f(xi), i = 0, 1, . . . , n.
За значеннями функцiї в точках множини Λ побудуємо iнтерполяцiйний лан-
цюговий дрiб Тiле (IЛДТ) [7]
Dn(x) = b0 +
x− x0
b1 +
x− x1
b2 + . . . +
x− xn−1
bn
= b0 +
n
K
k=1
x− xk−1
bk
. (1)
Коефiцiєнти bk, k = 0, 1, . . . , n, IЛДТ (1) можна визначити з умови yk = Dn(xk)
за допомогою одного з двох еквiвалентних методiв:
а) обчислити послiдовнiсть обернених подiлених рiзниць Φk[x0, . . . , xk; f(x)],
k = 0, . . . , n, за формулою [10, 11]
Φk
[
x0, . . . , xk; f(x)
]
=
=
xk − xk−1
Φk−1[x0, . . . , xk−2, xk; f(x)]− Φk−1[x0, . . . , xk−2, xk−1; f(x)] ,
де Φ0[x; f(x)] = f(x), а тодi bk = Φk[x0, . . . , xk; f(x)], k = 0, 1, . . . , n;
б) використати рекурентну формулу [12]
b0 = y0, bk =
xk − xk−1
−bk−1 + . . . +
xk − x1
−b1 +
xk − x0
yk − b0 , k = 1, 2, . . . , n.
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Обернена подiлена рiзниця Φk[x0, . . . , xk; f(x)] є симетричною функцiєю лише
двох останнiх своїх аргументiв, xk−1, xk. Водночас, як показано в [10, 11], лiнiйна
комбiнацiя обернених подiлених рiзниць
ρk[x0, . . . , xk; f(x)] = Φk[x0, . . . , xk; f(x)] + Φk−2[x0, . . . , xk−2; f(x)] + . . .
. . .+ Φk−2[k/2]
[
x0, xk−2[k/2]; f(x)
]
,
яка називається оберненою рiзницею k-го порядку, симетрична вiдносно всiх своїх
k + 1 аргументу.
Якщо в оберненiй рiзницi k-го порядку перейти до границi при x0, x1, . . . , xk →
→ x, то отримаємо обернену похiдну k-го порядку [7], яку позначають через
(n)f(x). Отже,
(n)f(x) = lim
x0,x1,...,xn→x
ρn [x0, x1, . . . , xn; f(x)] , n = 1, 2, . . . ,
i, зокрема,
8f(x) = lim
x1,x2→x
x1 − x2
f(x1)− f(x2) =
1
f ′(x)
. (2)
Для обчислення обернених похiдних вищих порядкiв використовують рекурент-
нi спiввiдношення
(0)f(x) = f(x), 8f(x) =
1
f ′(x)
,
(k)f(x) = k 8
(
(k−1)f(x)
)
+ (k−2)f(x), k = 2, 3, . . . .
(3)
Зауваження 1. Iз (3) випливає, що (k)f(x) 6= 8((k−1)f(x)) i
8((k−1)f(x)) = (k)f(x)− (k−2)f(x)
k
при k = 2, 3, . . . .
Якщо припустити, що iснують оберненi похiднi функцiї f(x) в околi точки x∗
до n-го порядку включно, то отримаємо формулу Тiле [7, 8]
f(x) ≈ f(x∗) + x− x∗8f(x∗) +
x− x∗
2 8 [8f(x∗)] +
x− x∗
3 8 [(2)f(x∗)] + . . . +
x− x∗
n 8 [(n−1)f(x∗)]
.
3. Властивостi обернених похiдних. Нехай функцiя f(x) у кожнiй точцi вiд-
рiзка [α, β] має похiднi (скiнченне значення, +∞ чи −∞) до n-го порядку, n > 1.
Твердження 1. 1. Нехай у деякiй точцi x0 ∈ (α, β), f ′(x0) = 0. Тодi 8f(x0) =
= +∞, якщо функцiя f(x) монотонно зростає в деякому околi точки x0, i 8f(x0) =
= −∞, якщо функцiя f(x) монотонно спадає в деякому околi точки x0.
2. Нехай у деякiй точцi x0 ∈ (α, β) f ′(x0) = ±∞, тодi 8f(x0) = 0.
Твердження 1 безпосередньо випливає iз (2) та властивостей похiдних [13, 14].
Зауваження 2. За аналогiєю iз „звичайними” похiдними для обернених похiд-
них можна означити обернену лiву похiдну 8f−(x), обернену праву похiдну 8f+(x)
та аналог похiдних чисел [15].
Iз твердження 1 та (3) безпосередньо випливає наступне твердження.
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Твердження 2. Нехай у деякiй точцi x0 ∈ (α, β) має мiсце (n−2)f(x0) = C,
де C = const, C 6= 0, |C| < ∞. Тодi: 1) якщо (n−1)f(x0) = 0, то (n)f(x0) = +∞,
якщо в деякому околi точки x0 обернена похiдна (n−1)f(x) монотонно зростає,
i (n)f(x0) = −∞, якщо обернена похiдна (n−1)f(x) монотонно спадає в деякому
околi точки x0; 2) якщо (n−1)f(x0) = ±∞, то (n)f(x0) = 0.
Твердження 3. Нехай iснують оберненi похiднi функцiй u = f(x) та v =
= g(x). Тодi оберненi похiднi суми, рiзницi, добутку та частки цих функцiй визна-
чаються за формулами
8(u± v) =
8u 8v
8v ± 8u, (4)
8(u v) =
8u 8v
8uu+ 8v v
, (5)
8(u/v) =
v2 8u 8v
8v v − 8uu. (6)
Зауваження 3. Iснування обернених похiдних функцiй u = f(x) та v = g(x)
гарантує iснування обернених похiдних їх суми, рiзницi, добутку та частки тiльки
в тому випадку, коли цi похiднi скiнченнi та вiдмiннi вiд нуля.
Припустимо, що правi частини в (4) – (6) визначено.
Доведення. Iз (2) маємо
8(u± v) = 1
(u± v)′ =
1
u′ ± v′ =
1
1/8u± 1/8v =
8v 8u
8v ± 8u .
Мiркуючи аналогiчно, у випадку добутку функцiй отримуємо
8(u v) =
1
(u v)′
=
1
u′ v + u v′
=
1
v/8u+ u/8v
=
8v 8u
8v v + 8uu
.
У випадку частки функцiй u i v маємо
8(u/v) =
1
(u/v)′
=
v2
u′ v − u v′ =
v2
v/8u− u/8v =
v2 8v 8u
8v v − 8uu.
Твердження 4. Для всiх n = 0, 1, 2, . . .
(2n)(Cf(x)) = C (2n)f(x) , (2n+1)(Cf(x)) =
1
C
(2n+1)f(x), C = const.
Доведення. Скористаємося методом повної математичної iндукцiї. При n = 0, 1
8(Cf(x)) = 1C
8f(x),
88(Cf(x)) = 28(8(Cf(x))) + Cf(x) =
2(
1
C
8f(x)
)′ + Cf(x) = C 88f(x).
Припустимо, що твердження має мiсце при всiх n = 1, 2, . . . , k. Тодi при n = k+ 1
iз (3) отримуємо
(2k+2)(Cf(x)) =
2k + 2
((2k+1)(Cf(x)))′
+ (2k)(Cf(x)) =
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=
2k + 2
( 1C
(2k+1)f(x))′
+ C (2k)f(x) = C (2k+2)f(x),
(2k+3)(Cf(x)) =
2k + 3
((2k+2)(Cf(x)))′
+ (2k+1)(Cf(x)) =
=
2k + 3
(C (2k+2)f(x))′
+ 1C
(2k+1)f(x) =
1
C
(2k+3)f(x) .
Отже, i в цьому випадку твердження справджується.
Твердження 5. Нехай C = const. Для кожного n = 0, 1, 2, . . . мають мiсце
спiввiдношення
(2n)(f(x) + C) = (2n)f(x) + C, (2n+1)(f(x) + C) = (2n+1)f(x) .
Доведення. Скористаємося методом повної математичної iндукцiї. Легко бачи-
ти, що при n = 0 твердження справджується. Припустимо, що воно справджується
при n = 1, . . . , k. Тодi при n = k + 1 iз (3) маємо
(2k+2)(f(x) + C) =
2k + 2
((2k+1)(f(x) + C))′
+ (2k)(f(x) + C) =
=
2k + 2
((2k+1)f(x))′
+ (2k)f(x) + C = (2k+2)f(x) + C,
(2k+3)(f(x) + C) =
2k + 3
((2k+2)(f(x) + C))′
+ (2k+1)(f(x) + C) =
=
2k + 3
((2k+2)f(x) + C)′
+ (2k+1)f(x) = (2k+3)f(x) .
I в цьому випадку твердження має мiсце.
Твердження 4 та 5 можна отримати з аналогiчних тверджень для обернених
рiзниць шляхом граничного переходу [10]. Крiм того, оберненi рiзницi мають на-
ступнi властивостi.
Твердження 6. Для кожного n = 0, 1, 2, . . .
ρ
[
x0, x1, . . . , x2n;
1
f(x)
]
=
1
ρ[x0, x1, . . . , x2n; f(x)]
,
ρ
[
x0, x1, . . . , x2n;
a+ bf(x)
c+ df(x)
]
=
a+ bρ [x0, x1, . . . , x2n; f(x)]
c+ dρ[x0, x1, . . . , x2n; f(x)]
,
де a, b, c, d — сталi.
Якщо у формулах твердження 6 перейти до границi при x1, x2, . . . , x2n → x,
то отримаємо наступнi властивостi для обернених похiдних парного порядку.
Твердження 7. При кожному n = 0, 1, 2, . . .
(2n)( 1
f(x)
)
=
1
(2n)f(x)
,
(2n)(a+ bf(x)
c+ df(x)
)
=
a+ b (2n)f(x)
c+ d (2n)f(x)
,
де a, b, c, d — сталi.
За допомогою методу повної математичної iндукцiї, використовуючи (4) та (5),
легко довести наступне твердження.
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Твердження 8. Якщо при кожному i, i = 1, 2, . . . , n, iснує 8fi(x), то
8( n∑
i=1
fi(x)
)
=
∏n
i=1
8fi(x)∑n
i=1
∏n
j=1
j 6=i
8fj(x)
, (7)
8( n∏
i=1
fi(x)
)
=
∏n
i=1
8fi(x)∑n
i=1
∏n
j=1
j 6=i
8fj(x) fj(x)
. (8)
Зауваження 4. Як наслiдок iз (8) випливає
8(f(x)n) =
8f(x)
n (f(x))n−1
.
Iз (4), (5) та (8) легко отримати наступнi допомiжнi твердження.
Твердження 9. Якщо функцiї u = f(x) та v = g(x) мають оберненi похiднi
до другого порядку включно, то
8(u 8u) =
8(8u)
8(8u) + u
, (9)
8(v 8v − u 8u) =
8(8u) 8(8v)
v 8(8u)− u 8(8v) , (10)
8(v2 8u 8v) =
8(8u) 8(8v)
v2 8u 8(8u) + 2v 8u 8(8u) 8(8v) + v2 8v8(8v)
. (11)
Використосуючи (3), (4) – (6) та (9) – (11), можна встановити формули для зна-
ходження других обернених похiдних вiд суми, рiзницi, добутку та частки двох
функцiй.
Твердження 10. Якщо функцiї u = f(x) та v = g(x) мають оберненi похiднi
до другого порядку включно, то
88(u+ v) =
(8u+ 8v)2(88u− u)(88v − v)
(8u)2(88u− u) + (8v)2(88v − v) + u+ v,
88(u− v) = (
8v − 8u)2(88u− u)(88v − v)
(8v)2(88v − v)− (8u)2(88u− u) + u− v,
88(uv) =
(8uu+ 8vv)2(88u− u)(88v − v)
u(8u)2(88u− u)− 8u 8v(88u− u)(88v − v) + v(8v)2(88v − v) + uv,
88(u
v
)
=
(8vv − 8uu)2(88u− u)(88v − v)
v(v2 (8v)2(88v − v) + v 8u 8v(88v − v)(88u− u)− u(8u)2 88v(88u− u)) +
u
v
.
Зауваження 5. Iз твердження 10 випливає, що питання iснування формули
n-ї оберненої похiдної для суми, добутку та частки двох функцiй, тобто деякого
аналога формули Лейбнiца, залишається вiдкритим.
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Твердження 11. Нехай функцiя y = f(x) у точцi x = x0 має обернену
похiдну 8f(x0), для функцiї f(x) iснує однозначна обернена функцiя x = g(y), яка
неперервна у вiдповiднiй точцi y = y0, де y0 = f(x0). Тодi обернена похiдна 8g(y0)
також iснує i виконується
8g(y0) =
1
8f(x0)
.
Доведення. З означення оберненої похiдної та умов, якi накладено на функцiю
f(x), випливає [13], що обернена функцiя g(x) має похiдну в точцi y0 i g′(y0) =
= 1/f ′(x0). Тодi
8g(y0) =
1
g′(y0)
=
1
1/f ′(x0)
=
1
8f(x0)
.
Твердження 12. Нехай функцiя y = f(x) має обернену похiдну в точцi x0, а
функцiя z = g(y) має обернену похiдну в точцi y0 = f(x0). Тодi складна функцiя
z = F (x) = g (f(x)) також має в точцi x0 обернену похiдну, до того ж
8F (x0) = 8g(y0) · 8f(x0).
Доведення. При умовах, накладених на функцiю f(x), з означення оберненої
похiдної випливає [13], що складна функцiя F (x) має похiдну в точцi x0 i F ′(x0) =
= g′(y0)f ′(x0). Тодi
8F (x0) =
1
F ′(x0)
=
1
g′(y0)f ′(x0)
=
1
g′(y0)
· 1
f ′(x0)
= 8g(y0)8f(x0).
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